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1. Inleiding.
Wij beschouwen een functie w = u + iv van de complexe variabele
zZ = x + 1y en in het bijzonder het geval, dat deze functie regulier
analytisch is in een zeker gebied G; d.w.z. dat in ieder punt z van G
ae'éfgéleide %g = lim 43% bestaat en een waarde heeft, die onafhan-

£z -0 .

kelijk is van de richting, waarin het complexe getal az tot nul nadert,.
Het re&le deel u(x,y) en het imaginaire deel v(xX,y) van w moeten dan

voldoen aan de differentiaalvergelijkingen van Cauchy=Riemann

2u _ . v

2x oY (1)
QU _ _ v

>y DX

Door de functie w = f(z) wordt een punt in het complexe z vlak afgebeeld
op een punt in het complexe w vlak en deze afbeelding is conform, d.w.z.
dat de hoek tussen twee lijnelementen in het z vlak gelijk is aan de
hoek tussen de beeldelementen in het w vlak.

Immers

LW, T'(z + @4 22q)s oz

i

Il

| AW, f'(z + ®, AZQ 5z,
waarbij o <@, < 1 en o <®2 < 1 is.

Dus is ook
swy Tz + ©4 8324y 22,

AWy - fr(z + ®, Azz) f“Zo

Als wij tot de limiet overgaan, vinden wij dat de twee breuken
AR

D2
m2
‘De argumenten van deze twee breuken zijn dus gelijke

tot dezelfde limiet naderen als f'(z) # O is.
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Verder kan bewezen worden, dat als f(z) regulier analytisch is, haar
afgeleide dit ook is.

Voorbeelds De transformatie
- 1
W o= %(z + z)'
beeldt de eenheidsoirkel z = e*® in het z vlak af op het segment

-~ 1_g_u < +71 in het w=vlak.
w-vlak

T - Vi

-1 4

Behalve in het punt z = O is de functie in ieder punt van het vlak regu-
lier, de afgeleide is '

aw 1 1
?1%‘”'2"(1“22>

en de afbeelding is conform, behalve in de punten z = + 1.

2. Potentiaal en stroomfunctie.

Wij beschouwen nu een wervelvrije stroming van een incompressibele
vloeistof in twee dimensies. Voor de snelheidscomponenten u(x,y) en
v(x,y) gelden dan de vergelijkingen

du dV s s

5%t oy = 0 (continuiteitsvergelijking)
u DV PRI

S - oy = 0 (wervelvrijheid).

Hieruit volgt, dat wij w en-v juist kunnen opvatten als het re&€le en
imaginaire deel van een functie w = u - iv van de complexe variabele z.
Het is voor de verdere beschouwingen nuttig naast w(z) de functie

® (z) te beschouwen, waarvan w(z) de afgeleide is.

. d@
w(iz) =u + iv = T

Stel ¢ (z) - ¢ (x,y) + 1 ¥ (x,y), dan is

29 + i 2 u + iv

1l

d
‘%b‘i $(z) = aép

DX DX
dus
u:-%-‘g}z, V:_bbvx’
en
1 49 _2¢ .. Y _ 4
L ICEEE R
dus
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De functie ® heet de potentiaal van de stroming, W heet de stroom-
functie; beiden voldoen aan de vergelijking van Laplacej

%9, 2% _, 2% | 2% _
7" 5= Y 2" 2=
D x dy ? x Dy
De functie ® = © + 1Y heet de complexe potentiaal in de stroming.

Onder een stroomlijn verstaan wij een 1lijn, waarvan de richting in elk
punt de richting van de stroming aangeeft. Dus geldt in zo'n punt

dy _ ¥ - -0 [Y BY 4x =
x =0 udy - vdx =0 of bydy+ axd}c.‘O,.

Langs een stroomlijn is dus Y = const. en dit verklaart de naam stroom-
functie.

3. Conforme transformatie wvan stromingsveldens

Wij beschouwen conforme transformaties, wanrbij een z vlak (z=x+iy)
door een regulier analytische functie ¥ = f(z) wordt afgebeeld op een
X = :§ + im vlak. Is nu @ (3,) de complexe potentiaal van een stro-
ming in het X vlak, dan ontstaat door de transformatie een complexe
potentiaal ¢ s X (Z)E van een stroming in het z vlak. De functie @
is hierbi] invariant, zij heeft in toegevoegde punten dezelfde waarde-
In het bijzonder gaat een lijn Y = const. in het ¥ vlak over in een
lijn Y = const. in het 2z vlak, dew.z. de stroomlijnen gaan over in
stroomlijnen.
Nu de complexe snelheden!
d@':d@.dgzdé . T (z).
dz d 3z dz d3 '
De verhouding van de complexe snelheden in toegevoegde punten is dus

gelijk aan de afgeleide van de afbeeldingsfunctie.

4. De stroming om een cirkel.

Wij beschouwen nu in het jS vlak de stroming om een cirkel, die de
volgendc eigenschappen heeft,

a) Voor grote waarden van |z | nadert de complexe snelheid tot de waard-:
Ve~ 1ot
een hoek o met de x as maakte.

b) De complexe potentiaal @b (%) is overal buiten de cirkelljregulier.

c) De cirkel is een stroomlijn.

, stelt dus een stroming voor met constante snelheid -V, die

Als de cirkel de oorsprong tot middelpunt en een straal R heeft, kan

men aantonen, dat de .enige fungtie, die aan deze drie eisen voldoet,
is . :
. 2 don '
-1k R™e .
F(Z)»‘—‘V{e Z+MTE—1§I:Tan

waarbij T een willekeurige constante is.



De complexe snelheid is
R2ei°“

. daFr ~]
u—lv.—_-a%-:V(el’L—

6. Profielen van Jokowski.

De transformatie uit het eerste voorbeeld beeldt een cirkel af op

een lijnsegment.
Het lijnsegment is echter een zeer sterke schematisering van een vleu-
gelprofiel. Men zal een vleugelprofiel kunnen krijgen door een kromme te
nemen, die weinig van de cirkel afwijkt en deze af te beelden met dezelfd
transformatie. Dit geeft een kromme, die het lijnsegment omsluit en er
ook weinig wvan zal afwijkene.

Joukowskl nam een cirkel, die de eenheidscirkel raakte. Om de ge-
dachten te bepalen nemen wij het middelpunt op de re&le as. (- & ,0)
De straal van de cirkel is dan (1+ & )
en een willekeurig punt kan worden
voorgesteld door

z=~-0+(1+0 ). ei‘:j .

Het beeldpunt wordt dan:

_ 16 8 )oi® ! . E )
W= s i + (1+ Ye +-~ - (ka)elJ

Op deze wijze wordt een parametervcorstelling van het Jcu'towski
profiel verkregen met S als parameter. Met behulp van de transformatie
formule kan het profiel ook gemakkelijk geconstrueerd worden.

Bepaal het inverse punt Q van ecn punt P van de grote cirkel t.o.v. de
eenheidscirkel. Spiegel dit punt R en bepaal het midden van PR. Daar de
grote cirkel in het punt (0,1) aan de eenheidscirkel raakt, zal het
Jovkowskiprofiel in het punt (0,1) aan het 1lijnsegment raken, deWez.
het eindigt in een scherpe punt.

De vorm van de kromme is uit de exacte

/”““*“‘**~\\\\> formule te bepalen. Overzichtelijker
\ “’foﬂl,///’ - is het echter om voor kleine & de for-
\‘M—-

mule voor w in cen reeks te ontwikkelen-
1 iy i 1
w=x 1 etV - 8 (1-¢ ) o+ T 6(1-ei0') } =
[ei“y _&(.!__‘ei'\\r )+ e-i'al X‘l“ b(e-—if\y -1) } -—1]=

Leid +e_i':f + 52(6“31/‘)’ —2@"2“‘r +e“iNY Y+ o 63)4-...]

|
NOf—

|
nf—
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De eerste term geeft het lijnsegment, de hogere termen de afwijking

hiervan. Splitsing in reéle en imaginaire delen geeft

cos o + % 5 2(cos 3/31 ~ 2 cos 24+ cos ﬁf Y 4 aee

w

]

B

il

—%Bz(sin3rf —2sin2r)/ +sinJ)
of wel

w=cosy - &°. cos 2 (1 = cos v Y+ ees
{v - 52, sin 24 (1= cos 3 ) 4 oeee

Het profiel is blijkbaar symmetrisch t.o.v. de re&le as. De grootste
dikte treedt op als

%%= b 2%3 cos}n)/ -40082’0/ +coerﬁ3=O

cos v = = V§§ =1,
Ook hier zien wij, dat aan de achterkant de raaklijn horizontaal loopt.
De stroming om het Joukowski profiel kan men berekenen door de stroming
om de cirkel eerst +te berekenen en deze dan conform af te beelden op de
stroming om het profiel. Hierbij kan de constante r vastgelegd worden.

Immers, volgens het voorgaande geldt voor de complexe snelheden in over-—
cenkomstige punten

v_profiel dz 2
v cirkel ~ dg T R |

7 %

|

en voor z=1 wordt dit quotient oneindige. De snelheid op het profiel zal
ish.a. oneindig worden, tenzij | zodanig wordt bepaald, dat dit niet het
geval is. Daartoe is nodig, dat voor z=1 de snelheid op de cirkel nul
wordt.

7. Willekeurige vlieugelprofielen.

In werkelijkheid gebruikt men geen Jouvkowski-profielen, maar profie-
len, die gunstiger eigenschappen hebben. Het is belangrijk om dergelijku
profielen te kunnen ontwerpen, zo, dat de snelheidsverdeling om het
profiel voorgeschreveﬁ wordt. De theorie Werust op de stelling wvan
Riemann. Een enkelvoudig samenhangend gebied G met

- tenminste één randpunt kan één-éénduidig
(:Ei:::::::::n’ en continu worden afgebeeld door een ana-
e lytische functie op het binnengebied van
een cirkel. Het is voor ons doel beter om het buitengebied af te beelden
' op het buitengebied van de cirkel. Het
T blijkt, dat men hierbij nog zorgen kan,
dat in het oneindige de functie nadert
. tot de identiteit.
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Wij hebben al gezien, dat de afbeeldingsfunctie samenhangt met het
quotient van de snelheden
v

!
£ ==

e

Wij stellen nu:

In £'(2z) = & + i¥

s

dan is -
- i . = .hC
G = Re fln f (z)xe in | = '
Y
en
T=In &ln f'(z)k = arg vp - arg v,e

De functies & en T , die samenhangen met de verhouding van de snelhe-
den en de helling van het profiel zijn, als functies van X en y be-
schouwd het re&le en imaginaire deel van een analytische functie op de
eenheidscirkel. Voeren wij de hoekvariabele P in door te stellen, dat
zZ = elt‘P , dan levert de integraal van Poisson

a(Y)

Il

N
-

4 1
9{ (@) cot -2'(‘*’— 9)de

en

- ¥

|

2
T(Y) = 5= J«(cp) cot (¥ - 9)ae

Met behulp van deze relaties kan bij gegeven snelheidsverdeling (als
functie van @ ) de functie T (¢ ) gevonden worden en hieruit kan de
vorm van het profiel worden bepaald.

Omgekeerd, als T(¢@ ) gegeven is, kan 6’(<P) worden bepaald; de
snelheidsverdeling om een gegeven profiel kan dus ook worden berekend.



